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ENSI
Option P - Session 1979
PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Durée : 4 heures

CORRECTION
I
Pour tout z € [0,1], on a f}(x) = —z' % (1 —2x)*L, done Yz €]0, 1, fi(z) < 0, ainsi f) est strictement
décroissante sur |0, 1].
A—1 1-2»

D’autre part, Vz €]0, 1], fy(x) = e (1—2M 2, dou:

si0 < X <1, fy estnégative sur |0, 1[, et donc f est strictement concave,

e si\=1, fi(z) =1—z, f\ est donc affine,

e si\ > 1, f est positive sur 0, 1], et donc f) est strictement convexe.

e I'j est le graphe d’une fonction affine, plus précisément I'; est un segment de droite,

e 'y est le graphe f% cx— 1 —22(z€[0,1]),enposant z = cost (0 <t < g )I‘% apparait comme
étant un quart de cercle,

e I'; estle graphe fo : v (1—\/5)2 =x—2yz+1(z€0,1]).Soity = fa(z), (y —x — 1)* = 4z qui
est I’équation d’une parabole, donc I's est un arc de parabole.

Pour montrer que la droite y = x est un axe de symétrie, il suffit de vérifier que si (x,y) € I'y, alors
(y,z) €T).Ona:

Al) = H—az)

Donc la droite y = z est bien axe de symétrie commun a tous les courbes I'y. L’abscisse S est déterminée

1 1 1
par I'équation (1 — :E%)’\ =z, doncz = Y d’ou Sy = <2)\, 2/\)

D’apres la question 1., on a :
e si0 < A <1, fy eststrictement concave sur |0, 1], donc I') tourne la concavité vers les y < 0,

e si A =1, I'1(z) est un segment de droite, donc I'y n’a pas de concavité,



e si A > 1, f) est strictement convexe sur |0, 1], donc I tourne la concavité vers les y < 0.

. 1 .
6. Soit \=— < 1(neN"),donc f1 eststrictement concave, donc on a
n n

a+b 1 1
1 (%30) 2 3@+ 300
ou encore . . ;
1 1 a+b" 1
- _ 4N o - _ BN n < _ poy
2(1 a)+2(1 ") < (1 5 )
d’ou . -
—[1—=a")» +(1— b”)%]” <1- (a+0)
2TL 271
finalement,

(a—{—b)”—l—[(l—a) +(1=0b")n ] < 2™

Si A = n, alors f), est strictement convexe. Le méme raisonnement montre que

\”/a+b+\/(1— Ya)r + (1 — Vo) > V2.
II

1
1. Posons gy (t) = t*1(1—1t)*. gy est continue sur |0, 1] et Vz €]0,1], |gx| < t* 71 = X etcommel—\< 1,
g est absolument intégrable sur |0, 1], par suite F'(\) est bien définie pour A > 0.

2. L’aire du domaine est donnée par .7 (\) = / fr(z)dz, avec le changement de variable # = ¢, on obtient
0
(X)) =F(N).

(%) x 1 1
3. (a) L'aire du triangle OAS), est 5 = onf1-
F
e si0 < A\ <1, f) est concave sur |0, 1[, donc AT < 7)‘
1 Fy
[ Sl)\—l 2>\+1 :7
A>1, 0.1}d > 5
e si A > 1, f) est convexe sur |0, 1], donc P2

1 1
(b) Si A €]0,1[, ona > < F(N), )l\in% n = 1, donc F(\) est inférieure a 'aire du carré de cotés [OA] et
—

1
[OB], donc ) < F(A) < 1etpar conséquent lim FI(\) = 1.

A—=0

1
SiA>1,ona0<F(\) < o donc lim F(\) =0.

A—+o00



1 . e
(c) Pour toutn € N*, ona 0 < F(n) < o0 donc la série Z F(n) converge et sa somme vérifie

neN*
I'inégalité

:iF Z()n; L 1

n=1 n=1

4. Soitn € N*.
e D’apres le formule d’intégration par parties généralisée

‘/ fx dx-—[}jc4w@ﬂ“cwgm—”*Nx>

k=0

b

b
+«né/fwmmm,

a

ona

F(n) = n/olt"_l(l—t)”_ldt

1 _yntlpm—1 B (n— 1)1 —t)2n 1
[ (I—=t)" " + . (Qn)(gn—l)...(n—i—l)]

Donc

k=0
n 1
= nZ(—l)’“E’;/ trE=Lqg
k=0 0

De (1) et (2) nous déduisons que

n Ek (n|)2
_1\k_"n
" Z( ) n+k  (2n)!
k=0
III
1. La fonction z — y(x Z apz" est solution de (E)si, et seulement si,

n=0

o0
—2ag + 2a1 + Z[(éln —2)a, — nap—1]z™ =0,
n=2

1
donc —2ap = 0, 2a; = 1 et pour tout n > 2, (4n — 2)a,, = na,—1, d’ottay =0, a1 = 3 etVn > 2,

n!)?
an = EQn))! = F(n).
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Nous pouvons remarquer que cette relation reste vraie pour n = 1. Le rayon de convergence de la série
de terme général a,, 2" peut étre obtenu par la regle de D’ Alembert :

an+1
Qp,

lim

n—o0

1
47

donc R = 4.
D’apres ce qui précede, la somme de la série entiere de terme général a,z" est solution de (E) pour
x €] —4,4[. De ag = 0 et a,, = F'(n) (n > 1) nous déduisons que y(1) = o.

14 — d
2. (a) Pour x €]0,4[, on pose u = Tx, donc dz = (1_?_1152)2, d’ou:

4—x u?du

de = -8 | ——=

/ x . /(1+u2)2
4u / du
- 4
1+ u? 1+ u?)

4
= Y darctanu +c¢, c€R.
1+ u?

/\/4_$dx:x\/4_$—4arctan (\/4_‘%) + c.
T T T

(b) La solution générale y, de I'équation homogene associé a (E) est donnée par

D’ou

Yo(z) = kexp (/ ﬁdx) . x€)0,4], keR.

T+ 2 1 3 T+ 2 1 3
or 212 _ -4 2 4 T qr=ZIng—SIn(4— . ¢ceRD —
Tia—2) "2 2a—w) Onc/ G-l = glhe -yl -a)+e ceRDoncylx)
v X )
k———= (0 < = < 4) ot k est une constante réelle.

3
(4— )3
(c) D’apres ce qui précede la solution générale de (E) est donc

4 — 4 —
x— (z x—4arctan< w) —I—C)(\/E,
4

X

o x 4 x (arct 4—z 3 , C
T — arctan —c c =-.
4—zx 4—z\4d-—=x x ’ 4

La constante ¢’ étant fixé, nous avons, pour0 <z <4

soit

y(x) 1 4 1 1 " 4—x , c

= — arctan —c =~

x 4—x d—z\V4d4—2xx x ’ 4
, 4—x T o, y(=) . e
Or lim arctan = —,doncsi¢ # —, lim |=%| = 4o00. Si nous voulons une limite fi-

z—0t X 2 z—0t x
. , . .., T , 0w .

nie, nous devrons nécessairement avoir ¢ = 5 supposons donc ¢ = 5 de la relation arctan(t) +

1 . . L1
arctan 155 (t > 0) et arctant ~ t au voisinage de 0, nous déduisons

4—x
T

arctan Tr = — arctan

x
4 —x 2

|9



1 1/-1
au voisinage de 0. Donc xlig1+ yix) =173 <2> =g et donc la solution correspondant a ¢’ = g

est donc l'unique solution répondant au probleme.
[e.e]

La fonction z — Z F(n)x" est aussi solution de (E) sur |0, 4] et vérifie

n=1
1
lim —y(x) =a; = —.
z—0t X 2
D’aprés 1'unicité d"une telle solution, on a
oo
x 4\/x 4—z 7
Vv €]0,4], F(n)x™ = — arctan - — .
10.4] nz:l (n) 4—z (4—1:)\/4—55( T 2)
4—x 7 x .
Or arctan — 5 = —arctan 1 et on peut remarquer que la fonction
x —x

> i - + arct -
x — arcsin 4/ — + arctan
4 4—zx

est constante sur [0, 4] (la dérivée est nulle ), comme elle s’annule en = = 0, elle identiquement nulle,

d’ou
= 1 T T
ngl F(n)z" = yp <:1: + 44/ 12 arcsin \/;)

1 2T
3. Nousavonso = y(1),donco = = 1+>.

IV

Cherchons A\ tel que la tangente a I'y en tout point M de I'y soit découpé par les axes en un segment de
longueur 1.
Une représentation paramétrique de la tangente en un point (zo, fi(zo) est donné par z = zo + ¢, y =
fA(zo) + tfizo) out € R. Cette tangente coupe Oy au point (0, fx(zo) — zof3(z0)) et coupe 1'axe Oz au point
Falzo) > /
xo — (car fy(zg) #0).
(0= ) (0 e

A doit donc vérifier :

2
- B (o) - afyio) =1

Apres simplification, cette condition est équivalent a :

vz €)0,1], <x

_ 2(A—1)
vz €]0, 1], :):wx = + (1 - x%) -1

1\ 1\ 222 9
En particulier, au point z = (2> , nous devons avoir <2) =3 Soit 2\ -3 =0, A = 3" Inversement, la

valeur 3 convient puisque Vz €]0, 1], zi + (1 - :p%) =1



